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Η στροφορμή σε ένα σύστημα υλικών σημείων 

Δύο μικρές σφαίρες Α και Β, οι οποίες θεωρούνται υλικά σημεία 

αμελητέας ακτίνας, με μάζες m1=0,4kg και m2=0,2kg αντίστοιχα, εί-

ναι δεμένες στα άκρα ιδανικού ελατηρίου με φυσικό μήκος 1,8m και 

σταθερά k=20N/m. Το σύστημα αυτό αφήνεται να κινηθεί στο εσω-

τερικό ενός λείου κατακόρυφο ημισφαιρίου κέντρου Ο και ακτίνας 

R=2m. Η κίνηση γίνεται σε κατακόρυφο επίπεδο, όπως στο διπλανό 

σχήμα, το οποίο ταυτίζεται με το επίπεδο της σελίδας. Σε μια στιγμή οι σφαίρες βρίσκονται στις θέσεις του 

σχήματος, όπου η Α βρίσκεται στο χαμηλότερο σημείο της τροχιάς της, ενώ η ακτίνα ΟΒ σχηματίζει γωνία 

θ=60° με την κατακόρυφο, έχοντας ταχύτητες υ1=4m/s και υ2=3m/s αντίστοιχα. Για την στιγμή αυτή: 

i)  Να υπολογιστεί η στροφορμή του συστήματος των δύο σφαιρών ως προς άξονα z, κάθετο στο επίπεδο της 

κίνησης, ο οποίος διέρχεται από το κέντρο Ο του ημισφαιρίου. 

ii)  Ποιος ο αντίστοιχος ρυθμός μεταβολής της στροφορμής  του συστήματος ως προς τον άξονα z; 

iii) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της ορμής της Α σφαίρας.  

iv) **Ποιος ο αντίστοιχος ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας του ελατηρίου; 

Δίνεται g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Λίγη θεωρία... 

Αν η στροφορμή υλικού σημείου ορίζεται από την εξίσωση: 
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Τότε για τον ρυθμό μεταβολής της στροφορμής θα έχουμε: 
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Αλλά και για μαθητές:  

Έστω ένα μικρό σώμα, το οποίο είναι δεμένο στο άκρο νήματος, διαγράφοντας 

οριζόντιο κύκλο κέντρου Ο. Αν δεχτεί μια εφαπτομενική δύναμη, αυτή θα του 

προσδώσει μια επιτρόχια επιτάχυνση (η οποία θα μεταβάλει το μέτρο της ταχύ-

τητας) μέτρου α, όπου F=mα, οπότε θα έχουμε: 
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Στροφορμή κατακόρυφη, όπως στο σχήμα, πάνω στο κατακόρυφο άξονα ο οποίος περνά από το κέντρο του 

κύκλου Ο, με μέτρο: 

L m r  

Ενώ αφού η άσκηση της δύναμης θα μεταβάλει το μέτρο της ταχύτητας, θα μεταβάλει και το μέτρο της στρο-

φορμής, συνεπώς ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής του σώματος, θα έχει την ίδια κατεύθυνση (κατακό-

ρυφη με φορά προς τα πάνω) και μέτρο: 

 
F

d m rdL d
m r mar Fr

dt dt dt

 
      

Αν στο σώμα ασκούνται πολλές δυνάμεις, τότε ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής του υλικού σημείου, ως 

προς τον σταθερό άξονα, ο οποίος περνά από το κέντρο Ο, θα ισούται με το αλγεβρικό άθροισμα των ροπών 

όλων των δυνάμεων, ως προς τον ίδιο άξονα, που ασκούνται στο σώμα: 

F

dL

dt
  

Οπότε ας περάσουμε τ ώρα στις απαντήσεις: 

i) Και οι δύο σφαίρες έχουν στροφορμή ως προς τον οριζόντιο άξονα z, κά-

θετο στο επίπεδο της σελίδας που περνά από το Ο, με διεύθυνση του άξονα 

και φορά προς τον αναγνώστη. Συνεπώς η στροφορμή του συστήματος έ-

χει την ίδια κατεύθυνση και μέτρο: 

1 1 2 2

2 2 2

L m R m R

L 0,4 4 2kgm / s 0,2 3 2kgm / s 4,4kgm / s

   

      
 

ii) Για τον ρυθμό μεταβολής της στροφορμής κάθε σφαίρας ισχύει F

dL

dt
  έχοντας την διεύθυνση του 

άξονα. Αλλά τότε για το σύστημα των δύο σφαιρών, ο συνολικός ρυθμός μεταβολής της στροφορμής θα 

έχει επίσης την διεύθυνση του άξονα και θα δίνεται από την εξίσωση: 

1 2
1,F 2,F

dL dL dL

dt dt dt

       

Αλλά σχεδιάζοντας τις δυνάμεις σε κάθε σφαίρα, παίρνουμε το διπλανό 

σχήμα, οπότε η παραπάνω εξίσωση γράφεται: 

1 1 1 2 2 2F w N F w N

dL

dt

             (1) 

Όπου οι δυνάμεις F1 και F2 είναι οι δυνάμεις που το ελατήριο ασκεί στις 

δύο σφαίρες, οι οποίες έχουν ίσα μέτρα και αντίθετη φορά, συνεπώς ως 
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προς το Ο έχουν άθροισμα ροπών ίσο με μηδέν  (F2∙d-F1∙d=0).  

(Αν το σύστημά μας ήταν οι δύο σφαίρες και το ελατήριο,  αυτές οι δύο δυνάμεις θα ήταν εσωτερικές για 

το σύστημα, οπότε θα λέγαμε ότι δεν θα μεταβάλουν την στροφορμή του συστήματος, ως προς τον άξονα 

z,). Έτσι απομένουν οι ροπές των εξωτερικών δυνάμεων και η εξίσωση (1) παίρνει την μορφή: 

1 1 2 2w N w N 2 2

2 2 2 2

dL
0 0 w x 0 m g R

dt

dL 3
0,2 10 2 kgm / s 2 3kgm / s

dt 2





               

    

 

Όπου το θετικό αποτέλεσμα μας δείχνει ότι ο ζητούμενος ρυθμός έχει φορά προς τα έξω, όπως στο σχήμα, 

ίδιας κατεύθυνσης με την ολική στροφορμή. 

iii) Το τρίγωνο ΟΑΒ με κορυφές το Ο και τις θέσεις των δύο σφαιρών, είναι 

ισόπλευρο, αφού η γωνία της κορυφής είναι 60°. Αλλά τότε το ελατήριο έχει 

μήκος l=R=2m έχοντας επιμήκυνση 0,2m   ℓ ℓ ℓ . Οπότε σχεδιάζο-

ντας τις δυνάμεις που ασκούνται στην σφαίρα Α, παίρνουμε το διπλανό 

σχήμα, όπου η δύναμη του ελατηρίου έχει μέτρο: 

1F k 20 0,2N 4N   ℓ  

 ενώ σχηματίζει γωνία φ=90°-θ=30° με την οριζόντια διεύθυνση. Έτσι, δου-

λεύοντας σε άξονες, έχουμε για τους ρυθμούς μεταβολής της ορμής της Α σφαίρας (θετική φορά προς τα 

δεξιά και προς τα πάνω): 

2 2x
x 1

2 2
y 2 21

y 1

dp 3
F F 4 kgm / s 2 3kgm / s .

dt 2

dp 4
F m 0,4 kgm / s 3,2kgm / s .

dt R 2





        

    




 

Αλλά τότε, με βάση και το διπλανό σχήμα, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής της 

Α σφαίρας έχει μέτρο: 
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Ενώ η κατεύθυνση του διανύσματος σχηματίζει με την κατακόρυφη γωνία τ, όπως στο σχήμα, όπου: 
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iv) Την στιγμή αυτή, το ελατήριο ασκεί δυνάμεις στις δυο σφαίρες, όπου με βάση τα προηγούμενα έχουν 

μέτρα F1=F2=4Ν ενώ σχηματίζουν γωνίες η F1 ρ= 180°-φ=150° με την ταχύτητα υ1 και η F2 γωνία φ=30° 

με την αντίστοιχη ταχύτητα υ2. Αλλά τότε η ισχύς καθεμιάς θα είναι: 

1 1 1

3
P F F 4 4 W 8 3W

2
                 και 

2 2 2

3
P F 4 3 W 6 3W

2
         

Τι μας δείχνουν τα αποτελέσματα αυτά; Το ελατήριο αφαιρεί ενέργεια με ρυθμό 8 3W από την σφαίρα 

Α και προσφέρει ενέργεια με ρυθμό 6 3W  στην σφαίρα Β. Αλλά τότε η δυναμική του ενέργεια θα αυ-

ξάνεται με ρυθμό: 

dU
8 3J / s 6 3J / s 2 3J / s

dt
    

** Το ερώτημα αυτό θα μποορύσε να παραλειφθεί αφού θεωρείται αρκετά δύσκολο... 

dmargaris@gmail.com 

 


